
Manuel Antoinette (original verfasst von Andrey Bryutkin) Physik II Seite 1/10

1
Klassische Mechanik

Translation in eine Richtung Rotation um feste Achse
Ort x m Winkel ϕ rad
Gesch. v = ẋ m/s Winkelgeschw. ω = ϕ̇ rad/s
Besch. a = ẍ m/s2 Winkelbeschl. α = ϕ̈ rad/2

Masse m kg Trägheitsmoment JA =
∫
r2
⊥dm kg m2

Impuls p = mv Ns Drehimpuls L = JAM Nms

Kraft F = ṗ
m=const

= ma N Drehmoment M = L̇
J=const

= Jα N m
Arbeit W =

∫
F · dr J W =

∫
M · dϕ J

Kinetische E. T = 1
2
mv2 J T ∗ = 1

2
Jaω

2 J

Leistung P = Ẇ = F · v W P = M · ω W

Bahngeschwindigkeit v = rω =
2π

T
= 2πrf v = ω × r

Zentripetalbeschleunigung az =
v2

r
= rω2

2
Wellen

2.1 Wellengleichung

1 Dimension

0 =
∂2

∂t2
ξ(x, t)− v2 · ∂

2

∂x2
ξ(x, t)

1-dim. allgemeine Lösung

ξ(x, t) = f1(x− vt)︸ ︷︷ ︸
Ausbreitung in: positive

+ f2(x+ vt)︸ ︷︷ ︸
negative x−Richtung

3 Dimensionen

0 =
1

v2
· ∂

2

∂t2
ξ −

(
∂2

∂x2
ξ +

∂2

∂y2
ξ +

∂2

∂z2
ξ

)
︸ ︷︷ ︸

=(∇·∇)·ξ

2.2 Spezielle Lösungen der Wellengleichung

1-dim. Harmonische Wellen

ξ(x, t) = ξ0 · sin(k · (x∓ vt)) = ξ0 · sin(kx∓ ωt) = Im(ξ0e
i(kx∓ωt))

ξ(x, t) = ξ0 · cos(k · (x∓ vt)) = ξ0 · cos(kx∓ ωt) = Re(ξ0e
i(kx∓ωt))

Wellenzahl k = 2π
λ

= ω
v

Kreisfrequenz, Phasendi�. ω = k · v ∆ϕ = k ·∆x

Phasengeschwindigkeit v = ω
k

= ν · λ ν := f

Periodendauer, Frequenz T = 2π
ω

f = 1
T

= ω
2π

Seilwelle Sei S = F /A ([N/m2]) die Zugspannung erzeugt durch eine Kraft, die auf die Quer-
schnitts�äche A wirkt. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist wie folgt de�niert:

v = ±

√
|S|
ρ

Wellenformen Transversal: Auslenkung orthogonal zur Ausbreitungsrichtung; Longitudinal:
Auslenkung in Ausbreichtungsrichtung

Logitudinale Wellen im Festkörper Normalespannung σ und Schubspannung τ :

σ =
dF⊥
dA

, τ =
dF‖
dA

Hooke'sches Gesetz für Festkörper: εl =
∆l

l
=
σ

E
, E : Elastittsmodul: v =

√
E

ρ

2-dim. Kreiswellen

Form ξ(r, t) =
A1√
r
· f1(kr − ωt) +

A2√
r
· f2(kr + ωt)

3-dim. Kugelwellen

Form ξ(r, t) =
A1

r
· f1(kr − ωt)︸ ︷︷ ︸
auslaufend

+
A2

r
· f2(kr + ωt)︸ ︷︷ ︸
einlaufend

Ebene Welle Die Phase ist an jedem Ort senkrecht zur Ausbreitungsrichtung identisch:
ξ(x, y, z, t) = A · f(kz − ωt)

Polarisation transversaler Wellen Betrachte ξ(r, t) = A · ei(kr∓ωt). Eine transversale Welle

hat eine Amplitude A =

AxAy
Az

, wobei A ⊥ k.
Man nennt sie linear polarisiert, falls sie in einer Ebene schwingt. Elliptisch:

 Ax
Aye

i∆φ

0

. Zirkular
mit ∆φ = ±π

2
, wobei rechts- und linkszirkulär zur Ausbreichtungsrichtung zu unterscheiden ist.

2.3 Dopplereffekt

B QvB vQ
Q ... Quelle B ... Beobachter
Q sendet Wellen aus aus mit Gröÿen λ, u, f
B nimmt Wellen wahr mit Gröÿen λB, fB

Fall vQ = 0 fB = f +
vB

λ
= f · u+ vB

u

Fall vB = 0 λB = λ− vQ

f
fB =

u

λB
= f · u

u− vQ
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Allgemein fB = f · u+ vB

u− vQ

Schockwelle Der halbe Winkel des Mach'schen Kegels ist gegeben durch sin θ = u
vQ
.

2.4 Superposition

Linearität der Wellengleichung Wenn ξ1(x, t) und ξ2(x, t) Lösungen der Wellengleichung sind,
ist auch deren Summe eine Lösung ξ(x, t) = ξ1(x, t)+ξ2(x, t).Wenn sich zwei Wellen tre�en entsteht
also durch Addition der Wellenfunktionen eine neue Welle.

2.5 Superposition harmonischer Wellen

Superposition harmonischer Wellen gleicher Amplitude, Frequenz und Richtung

Sei ∆x = x2 − x1 der Gangunterschied zwischen den Abständen der Quellen. Dann gilt in P mit
Abständen x1, x2:

ξ1(x1, t) + ξ2(x2, t) = 2A cos

(
δ + k∆x

2

)
︸ ︷︷ ︸

Amplitude

sin

(
kx1 − ωt+

δ + k∆x

2

)
︸ ︷︷ ︸

Harmonische Welle

Daraus folgt für Interferenz: δ+k∆x
2

=

{
nπ konstruktiv

(n+ 1
2
)π destruktiv

Allgemein: ∆x =

{
nλ konstruktiv

( 1
2

+ n)λπ destruktiv

Komplex ξ1(x1, t) + x2(x2, t) = Im(A1e
i(k1x1∓ω1t) +A2e

i(k2x2∓ω2t))

Superposition harmonischer Wellen gleicher Amplitude und Frequenz, entgegengesetz-

te Richtung

Seien ξ1(x, t) = A cos(kx− ωt), ξ2(x, t) = A cos(−kx− ωt+ δR).

ξ1(x, t) + ξ1(x, t) = 2A cos

(
kx− δR

2

)
cos

(
ωt− δR

2

)
(stehende Welle)

Amplituden re�ektierter und transmittierter Wellen Wir betrachten die auftre�ende (k1),
re�ektierte und transmittierte (k2) Welle. Sei α := k2

k1
mit den Amplituden A,R, T ≥ 0.

R =
1− α
1 + α

A und T =
2A

1 + α

2.6 Stehende Wellen

ξ = 2A cos

(
kx− δR

2

)
cos

(
ωt− δR

2

)
Bei Re�exion am weichen Medium (loses Ende) ist α << 1, δR ≈ 0.
Bei Re�exion am harten Medium (festes Ende) ist α >> 1, δR ≈ π.

Energieverteilung stehender Wellen (Formeln folgen aus denen zu Energietransport)

dT

dV
=

1

2
ρ

(
∂ξ

∂t

)2

= 2ρA2ω2 sin2(kx) cos2(ωt)

dWel

dV
=

1

2
E

(
∂ξ

∂x

)2

= 2ρA2ω2 cos2(kx) sin2(ωt)

Eigenschwingungen einer Saite Mit dem Ansatz ξ(x, t) = u(x) · cos(ωt+ δ) erhält
man u(x) = A cos(kx) + B sin(kx). Seien x = 0 und x = l die Endpunkte der Saite,

kn =
nπ

l
, λn =

2π

kn
=

2l

n
, ωn = knv:

Randbedingung A kn ωn

Beidseitig eingespannt u(0) = u(l) = 0 0 nπ
l

nπ

l

√
S

ρ

Einseitig eingespannt u(0) = 0, u(l) = B = u0 0 2n+1
2

π
l

nπ

2l

√
S

ρ

Nicht eingespannt nπ
l

nπ

l

√
S

ρ

2.7 Energietransport & Intensität

Allgmeine longitudinale Welle im elastischen Stab

E ... Elastizität u := x− vt f(u) = ξ(x, t) =⇒ ∂
∂u
f = ∂

∂x
ξ

Kinetische Energiedichte dT
dV

= 1
2
ρ
(
∂
∂t
ξ
)2

= 1
2
E
(
∂
∂u
f
)2

Elastische Energiedichte dEel

dV
= 1

2
E
(
∂
∂x
ξ
)2

= 1
2
E
(
∂
∂u
f
)2

Energiedichte (ges.) dW
dV

= dT
dV

+ dEel

dV
= E

(
∂
∂u
f
)2

= ρv2
(
∂
∂u
f
)2

Spezialfall: harmonische Welle im elastischen Stab

ξ(x, t) = A · cos(kx− ωt)

Energiedichte dW
dV

= ρω2A2 sin2(kx− ωt)

Mittlere Energiedichte während Periode T〈
dW

dV

〉
=

1

T

∫ T

0

dW

dV
dt =

1

2
ρω2A2

Energie�ussdichte & Intensität

Energie�ussdichte S =
d2W

da dt
· da|da| =

Energie

Zeit · Fläche
, [S] =

J

m2s
=

W

m2

Energiestrom
dW

dt
=
∫∫
A
A · da, [Ẇ ] = J/s = W
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Intensität I := |S| = dW

V
· v.

Die Mittlere Intensität ist somit 〈I〉 =
1

2
ρω2A2v =

1

2
ρ
ω3

k
A2. Bei sich ausbreitenden Wellen ist die

mittlere Leistung durch eine Ober�äche P =
∫
A
〈I〉da von der Entfernung unabhängig (Energieer-

haltung)

2.8 Beugung am Gitter

Wir betrachten äquidistante kohärente Quellen von Kugelwellen Q1, ..., QN und wollen ihre über-
lagerte Amplitude in P berechnen. Seien rn die Abstände von P zu Qn. Dann gilt insgesamt

ξ(α) =
N∑
n=1

a
r︸︷︷︸

Approx. r≈rn

ei(krn−ωt) = a
r
· sin(N∆ϕ/2)

sin(∆ϕ/2)
ei(kr−ωt) (a ist die Amplitude.). Das folgt mit folgenden

Formeln.

Phasendi�erenz benachbarter Quellen ∆ϕ = k∆s = kδ sinα. Daraus folgt
rn = r + (M + 1︸ ︷︷ ︸

mittlere Quelle

−n)∆s =⇒ krn = kr + (M + 1)∆ϕ− nϕ

Maxima und Minima Maxima der Intensität: ∆ϕ = n · 2π =⇒ sinαn = n · λ
δ

Minima der Intensität: ∆ϕ = n · 2π + π =⇒ sinαn = (n+ 1
2
) · λ

d

Intensität 〈I〉 ∼ a2

r2
· sin2(N∆ϕ/2)

sin2(∆ϕ/2)

2.9 Brechung

Re�exionsgesetz αEinfall = αAusfall

Snellius'sches Brechungsgesetz sinα1
sinα2

= v1
v2

= n2
n1

3
Elektrostatik

k = 1
4πε0

konstant [ε0] =
As

Vm
ρ, σ, λ ... Ladungsdichte [ρ] = C

m3

3.1 Coulomb'sches Gesetz

Kraft auf Ladung q2 durch Präsenz von Ladung q1

F 21 = k · q1q2
|r2 − r1|2

· r̂21

3.2 Elektrisches Feld E

Def. elektrisches Feld E(r0) := lim
q→0

F (r0)

q
[E] = N

C

Kraft auf Ladung q durch Feld E F qE = q ·E(rq)

Beispiele elektrischer Felder

n Punktladungen E(r0) = k ·
n∑
i=1

qi
|ri − r0|2

̂(ri − r0)

gel. ausgedehnter Körper E(r0) = k ·
∫
V

ρ(r)

|r − r0|2
̂(r − r0) dV

3.3 El. Potential φ des el. Feldes E

verr. Arbeit um q1 im Feld E von A nach B zu bringen

Wext =

∫ B

A

−F qE(r) · ds = q1 · −
∫ B

A

E(r) · ds︸ ︷︷ ︸
=: φBA = φ(B)− φ(A)

= q1 (φ(B)− φ(A))

Def. Potentialdi�erenz φBA := −
∫B
A
E(r) · ds [φ] = J

C
= V

Zsmhang el. Feld & el. Potential E = −∇φ

Pot. el. Energie einer Punktl. q im el. Potential φ U = q · φ

Beispiele elektrischer Potentiale

n Punktladungen φ(r0) = k ·
n∑
i=1

qi
|ri − r0|

gel. ausgedehnter Körper φ(r0) = k ·
∫
V

ρ(r)

|r − r0|
dV

3.4 Energie / gesp. Arbeit einer Ladungsverteilung

Im Folgenden ist gefordert dass lim
r→∞

φ(r) = 0.

n Punktladungen W = k ·
∑
i<j

qiqj
|ri − rj |

= k · 1

2

∑
i 6=j

qiqj
|ri − rj |

gel. ausgedehnter Körper W =
1

2

∫
V

ρ(r)φ(r) dV

Energiedichte des elektrischen Feldes u = ε0
2
E2, also insgesamt U =

∫
V

ε0
2
E2dV

Beispiele

Unendlich lange gleichmässig geladener Draht E(r) =

{
0 r < R
λ

2πε0r
r > R

Unendlich ausgedehnte gleichmässig geladene Ebene E(r) = σ
2ε0

Plattenkondensator E(r) = σ
ε0

Potential einer Punktladung φ(r) = 1
4πε0

q
r
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Potential im inneren einer Kugelladung φ(r) = − ρ

6ε0
r2 + c mit c =

R2ρ

2ε0

3.5 Fluss, 1. Maxwell-, Poisson-, Laplace-Gleichung

Fluss des el. Feldes durch geschlossene Fläche ∂V um Ladung

Φ :=

∫
∂V

E(r) · dA =

∫
V

divE(r) dV =
1

ε0

∫
V

ρ(r) dV︸ ︷︷ ︸(
=
∑
V qi

) =
Q

ε0

1. Maxwell-Gleichung divE(r) =∇ ·E(r) =
ρ(r)

ε0

Spezialfall 2. Maxwell-Gleichung rotE = 0

Poisson-Gleichung ∆φ(r) =∇ ·∇φ(r) = −ρ(r)

ε0

Laplace-Gleichung ρ(r) = 0 =⇒ ∆(φ) = 0

E
E=−∇φ,φ=−

∫
Eds//

E= 1
4πε0

∫ ρ

r2
r̂dv′,ρ=ε0∇·E ��

φ

ρ=−ε0∇2φ,φ= 1
4πε0

∫ ρ
r

dv′��
ρ

4
Elektrische Leiter

4.1 Leiter und Isolatoren

Eigenschaften von Leitern Ein Leiter zeichnet sich durch hohe Beweglichkeit von Ladungen
aus

1. Die Ladungen verschieben sich so, dass E = 0 im Inneren des Leiters

2. Wegen Gauss'schen Gesetz be�ndet sich überschüssige Ladung auf Ober�äche des Leiters

3. Das Potenzial hat im gesamten Inneren und auf der Ober�äche den gleichen Wert (wegen 1.)

4. Das elektrische Feld in der Nähe der Ober�äche verschwindet im Inneren und steht senkrecht
auf der Ober�äche. Aussen, in der Nähe der Ober�äche ist E = σ

ε0
n̂.

5. σ ist grösser, je gekrümmter die Oberfäche ist.

6. Faraday'scher Kä�g: Das Hohlraum eines Leiters ist von äusseren Ein�üssen abgeschirmt. Es
hat ausserdem e�ektiv kein elektrisches Feld, wenn sich keine Ladung in ihm be�ndet.

In�uenz Verschiebung der Ladungen in einem Leiter durch externe Felder.

4.2 Kondensator

Kapazität Ein Leiter trägt die Ladung Q = Cφ (relativ zu φ(∞) = 0), wegen

φ(r) = 1
4πε0

∫
R3

ρ(r′)

|r − r′|
dx′dy′dz′

︸ ︷︷ ︸
∼Q

. Wir de�nieren die Konstante C als Kapazität mit [C] =

Coulomb
Volt = Farad.

gesp. Ladung, Kapazität, Potential Q = C · φ [C] = C
V

Plattenkondensator

Kapazität, el. Feld C = Q
V

= ε0
A
d

E = V
d

= σ
ε0

homogen

Energie / gesp. Arbeit W = 1
2
QV = 1

2
CV 2 = 1

2
Q2

C

Parallelschaltung C =
∑n
i=1 Ci

Serienschaltung 1
C

=
∑n
i=1

1
Ci

5
Elektrische Ströme

5.1 Stromdichte, Stromstärke, Ladungserhaltung

Stromdichte J = n · q · v̄ n = #Ladungstr.
V

[J ] = C
s·m2

Stromstärke IA =
dQ

dt
= J ·A =

∫
A

J · dA [I] = C
s

= A jdV = Idl In ein 1D gilt:

I = j = ρ · v

Stromst. durch ∂V I∂V = −
∫
V

dρ
dt

dV =
∫
∂V
J · dA =

∫
∂V
∇ · J dV

Kontinuitätsgleichung =⇒ ∇ · J = −dρ
dt

5.2 Ohm'sches Gesetz, Widerstände

σ ... Leitfähigkeit ρ := 1
σ
... spezi�scher Widerstand

(mikrosk.) Ohm'sches Gesetz J = σ ·E

Widerstand eines Schaltelements R =
V

I
[R] = V

A
= Ω

zylindrischer Leiter R = ρ·`
A

= `
σ·A

Parallelschaltung 1
R

= 1
R1

+ 1
R2

Serienschaltung R = R1 +R2

Leistung P = IV = I2R = V 2

R

Driftgeschwindigkeit |v| = I·M
ρNAeA

M= Molare Masse, A= Fläche
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5.3 Schaltkreise

Kirchho�'sche Regeln
• Für jedes Schaltelement gilt das Ohm'sche Gesetz. Vi = RiIi.
• An jedem Knoten addieren sich die Ströme zu Null.

∑
Ii = 0

• Über jede Schleife addieren sich die Potentialdi�. zu Null.
∑
Vi = 0

6
Einführung in die Relativitätstheorie

(ct, x, y, z)T ... Laborsystem K (ct′, x′, y′, z′)T ... bewegtes System K' Achsen zeigen jeweils in
die gleiche Richtung. K' bewegt sich in K mit

v = v ·

1
0
0

 . β :=
v

c
γ :=

1√
1− v2

c2

=
1√

1− β2

Zeitdilatation ∆t = γ∆t′

Längenkontraktion ∆x = 1
γ

∆x′

�Licht�-Invariante x2 + y2 + z2 = c2t2 x′2 + y′2 + z′2 = c2t′2

Lorentztransformation
ct′

x′

y′

z′

 =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



ct
x
y
z

 =


γ (ct− βx)
γ(x− βct)

y
z

 oder


t′

x′

y′

z′

 =


γ
(
t− vx

c2

)
γ (x− vt)

y
z


L.-Transf. von zu v parallelen Geschwindigkeiten u = λv

u′ =
u− v

1− uv
c2

u =
u′ + v

1 + u′v
c2

Raumzeit-Intervall ∆s2 := (c∆t)2 − (∆x2 + ∆y2 + ∆z2)

Invarianz des Raumzeit-Intervalls ∆s2 = ∆s′2

Energie eines ruhenden Massenpunktes E = mc2

Geschwindigkeit eines Teilchens v = p
Etot·c

Kraft auf ein Teilchen in beschl. Bezugssystemen mγa = F − 1
c2

(F · v) · v

6.1 Energie und Impuls eines bewegten Massenpunktes

E = γ ·mc2 =: mc2 + Ekin p = γ ·mv =⇒ E2 − p2c2 = m2c4

Taylorentwicklung des Lorentzfaktors bei β2 = 0 γ = 1 + 1
2
β2 +O(β3)

Taylorentwicklung von 1
1−β2 bei β2 = 0 1

1−β2 ≈ 1 + β2 +O(β3)

Energie eines Photons E = hν = pc

Masse-Energie-Äquivalenz Für die relativistische Energie (kinetische und Ruheener-
gie) einer bewegten Masse gilt E = γmc2. Die kinetische Energie ist also de�niert durch
Ekin := E −mc2 = (γ − 1)mc2 Die relativistische Energie ist innerhalb eines Inertialsystems eine
Erhaltungsgrösse.

Relativistische Energie-Impulsbeziehung E2 − (cp)2 = E2
0

Vierergeschwindigkeit Geschwindigkeiten sind nach dem Additionstheorem nicht lorentzinva-

riant. Deshalb de�niert man die Vierergeschwindigkeit durch uµ = cγ

(
1
β

)
für die gilt uµuµ = c2.

Sie ist also Lorentz-invariant.

Geschwindigkeit in K′ v′ = dx′

dt′

Viererimpuls Der Viererimpuls ist mit der Vierergeschwindigkeit de�niert, also

pµ := dxµ

d τ︸︷︷︸
Eigenzeit

= mcγ

(
1
β

)
=

(
E
c

p

)
für den gilt pµpµ = E2

c2
− p2 = (mc)2, er ist also

Lorentz-invariant. Er ist in jedem Inertialsystem eine Erhaltungsgrösse. Er lässt sichmit Lorentz-
Matrizen genauso transfomieren, wie auch andere Vierervektoren. Man nennt p = γmv aus der
1. Gleichung den relativistischen Impuls.

6.2 Impulsaufgaben

1. Schreibe die Impulse in ei-
nem einfachen Inertialsys-
tem auf

2. Löse die Komponenten-
gleichungen die durch die
die Impulserhaltung ent-

stehen oder stelle Glei-
chungen über den Lorentz-
skalar des Impulses auf.

Kraft Es ist nach wie vor F = dp
dt
, wobei p der relativistische Impuls ist. Es kommt also meistens

ein γ zur Kraft zu. Nutze Tricks wie d2r
dt′2 = d2r

( 1
γ

)2dt2
für t′ = t

γ

Dopplere�ekt des Lichts

Sei K∗ relativ zu K mit β bewegt. K∗ emittiert Licht mit Frequenz ν∗ unter einem Winkel ϑ in
K zur Bewegungsrichtung. In K wird dann folgende Frequenz ν wahrgenommen: ν

ν∗ = 1
γ(1−β cosϑ)

Der longitudinale (ϑ = 0) also ν′

ν
=
√

1−β√
1+β

und transversale (ϑ = π
2
) Dopplere�ekt ergeben sich

mit als Spezialfälle daraus. Das Vorzeichen von β muss an die Bewegungsrichtung von K und K∗

zueinander angepasst werden (aufeinander zu: β > 0, voneinander weg: β < 0).

7
Felder bewegter Ladungen

Elektrisches Feld mit β relativ zu K′ bewegter Ladungen in Kugelkoordinaten Durch
die Berechnung von Ex und Ey mit relativistischen Transformationen und ausnutzen von E2 =

E2
x + E2

y erhält man E′ = q
4πε0r′2

1−β2

(1−β2 sin2 θ′)
3
2
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Felder beschleunigter Ladungen Sei T die seit Beschleunigungsbeginn vergangenen Zeit und
a = −v0

τ
die Beschleunigung.

Bei beschleunigten Ladungen gilt für den Teil des Feldes mit Radial- und Tangentialkomponente:

Eϑ
Er
≈ v0T sinϑ

cτ

Der radiale Anteil kann ganz normal berechnet werden (Feld einer Punktladung).

Für die Energiedichte des Tangentialfeldes gilt: UEϑ =
∫
R3

ε0E
2
ϑ

2
dV = 1

3
q2a2

4πε0c3
τ.

Ladungsinvarianz Q =

∫
V

ρ(r) dV = ε0

∫
∂V

E(r) · dA ist unabhängig vom Bezugssystem

Transformation eines elektrischen Feldes E′‖ = E‖ E′⊥ = γE⊥

8
Magnetische Felder

µ0 := 1
ε0c2

... Permeabilität des Vakuums [µ0] =
Vs
Am

8.1 Magnetisches Feld B

Lorentzkraft auf eine Ladung F = q(v ×B) F = qvB sinϕ

Lorentzkraft auf einen Leiter F = I(L×B) F = IlB sinϕ dF = I(dl×B)

Magnetfeld um einen stromdurch�. Draht B = µ0
I

2πr

Ampère'sches Gesetz
∮
∂A

B · ds = µ0

∫
A

J · dA = µ0Ieing.

Spezialfall 4. Maxwellgleichung rotB =∇×B = µ0J

2. Maxwellgleichung divB =∇ ·B = 0

Beispiele magnetischer Felder

im Zentrum eines Leiterrings B = µ0I
2R

im Innern einer Spule B = µ0nI

8.2 Vektorpotential A von magn. Feld B

Analogon Poissongleichung ∆A =∇ ·∇A = −µ0J

Coulomb-Eichung De�niere A so, dass∇A = 0. Finde also ein Vektorfeld∇F = f ,∇×F = 0
mit ∇A = f und setze A′ = A− F .

Vektorpotential

A(r0) =
µ0

4π

∫
V

J(r)

|r − r0|
dV

Bei einem Leiter parametrisiert durch γ gilt JdV = Idl. Also wird obige Formel zu
A(r) = µ0

4π

∫
γ

Idl
‖r−r′‖ .

Zsmhang magn. Feld & magn. Vektorpotential B =∇×A

Magnetfeld-Element (Biot-Savart)

dB =
µ0

4πr2
(J × r̂) dV =

µ0

4πr2
I(dl× r̂)

B(r) =
µ0

4π

∫
V

J(r)× r − r′

|r − r′|3 dV ′ =
µ0I

4π

∫
γ

dr′ × (r − r′)
|r − r′|3

Magnetfeld in einer Leiterschleife in der xy-Ebene Bz(0, 0, z) = µ0R
2I

2(R2+z2)
3
2

Energiedichte des Magnetfeldes uB = B2

2µ0

Energiedichte des elektrischen Feldes uE = ε0E
2

2

magnetisches Moment und Drehmoment µ = N · I ·A τ = µ×B

8.3 Stetigkeitsbedingungen des elektrischen und magnetischen
Feldes

Di�erenz elektrischen Feldes auf unendlich ausgedehnter geladener Ebene in unmit-
telbarer Nähe E+

‖ − E
−
‖ = 0, (E+ −E−) · n = σ

ε0

Di�erenz magnetischen Feldes auf unendlich ausgedehnter stromführender Ebene in
unmittelbarer Nähe Die Ober�ächenstromdichte ist de�niert als K = σv. Es gilt (B+ −
B−) = µ0(K × n).

8.4 Hall-Effekt

Ladungstrennung bewegter Ladung im Magnetfelder führt zu einem Kräftegleichgewicht, bei wel-
chem diese Spannung zwischen den Leiterenden anliegt: VH = 1

ρh
IH · B, wobei h die Dicke des

Leiters in Magnetfeldrichtung und ρ die Ladungsdichte ist.

8.5 Relativistische Transformationen

Ladungsdichten sind nicht Lorentzinvariant, was ein verschieden starkes Auftreten von E und B
Feldern in verschiedenen Inertialsystemen bewirkt. Mit E = E⊥+E‖,B = B⊥+B‖ (Ausrichtung
bezogen auf Bewegungsrichtung β der Inertialsysteme zueinander):

E′‖ = E‖ E′⊥ = γ(E⊥ + cβ ×B⊥)

B′‖ = B‖ B′⊥ = γ

(
B⊥ −

1

c
β ×E⊥

)
Spezialfall B = 0 B′ = −β

c
×E′

9
Magnetische Induktion

9.1 Allgemeines Induktionsgesetz

Induktion 1. Art Induktion durch Bewegung des Leiters imMagnetfeld/ Veränderung der Fläche
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Induktion 2. Art Induktion durch Veränderung der magnetischen Feldstärke

Magnetischer Fluss durch eine geschlossene Leiterschleife Φ =
∫
A
Bda

9.2 Faraday'sches Gesetz

Integrale Form des Faraday'sches Gesetzes (Induktion 2. Art) ε = −dΦ
dt

= − d
dt

∫
A
B ·da

Induktion 1. Art ε = −dΦ

dt
=
∮
∂A
Eindds =

∫∫
A
∇×Eindda = −

∮
∂A

(v×B) ·ds insbesondere
gilt Eind = v×B

3. Maxwellgleichung ∇×E = − ∂B
∂t

Lenz'sches Gesetz Die magnetisch induzierte elektromotorische Kraft erzeugt ihrerseits ein Ma-
gnetfeld, das der Änderung des Flusses entgegenwirkt

Gegenseitige Induktion und Selbstinduktion

Gegenseitige Induktivität ε21 ist die in C2 induzierte Spannung durch eine Änderung der
Stromes I1 (der durch C1 �iesst) und es gilt: ε21 :− −M21İ1

Reziprozitätsgesetz M := M21 = M12 =
dΦ12

I1
, [M ] = Ω · s = H

Selbstinduktivität Die Änderung des eigenen Magnetfeldes eines Leiters erzeugt in diesem we-
gen der Flussänderung eine elektromotorische Kraft: εind = −L · İ

Selbstinduktivität einer Spule Es gilt B = µ0
N

l
I, der Gesamt�uss durch alle N Schleifen:

Φ = µ0
AN

l
I ·N , somit gilt: εind = −dΦ

dt
= −µ0

AN2

l

dI

dt
⇒ L = µ0

AN2

l

Gespeicherte Energie in einer Spule U =
1

2
LI2 =

1

2µ0

∫
V

B2dV

10
Wechselströme

Ziel: I(t) = I0 cos(ωt+ α), also Stromamplitude und Phase relativ zur Störung ε(t) = ε0 cos(ωt)
�nden.

10.1 Wichtige Stromkreistypen

RLC-Stromkreis Resonanz (maximale Leistung, keine Phase zwischen Strom und Spannung,
Induktivität und Kapazität heben sich auf): ωmax = 1√

LC
.

Qualitätsfaktor Relative Breite des Leistungspeaks: Q = Lωmax
R

10.2 Beschreibung durch komplexe Zahlen

Komplexe Schreibweise Wir können Wechselströme und -spannungen als komplexe Exponen-
tialfunktionen schreiben. Sei Ir = I0 cos(ωt+ α) und Ic = I0e

i(ωt+α), so dass Ir = Re(Ic). Der
komplexe Strom lässt sich auch schreiben als Ic = Ĩ0e

iωt), wobei dann Ĩ0 := I0e
iα ∈ C.

Wir schreiben für die Spannung V = ε0e
iωt.

Admittanz und Impedanz eines Schaltelements Schreibe für die Spannung V = ZI mit der
Impedanz Z. Man nennt Y = 1

Z
die Admittanz. Y bzw. Z lassen sich schreiben als Y = |Y |eiα

bzw. Z = |Z|e−iα, wo man die Phasenverschiebung durch die Admittanz / Impedanz sieht.

Parallelschaltung Ersatzadmittanz Yges =
∑
j

Yj

Reihenschaltung Ersatzimpedanz Zges =
∑
j

Zj

Bestimmung der Phase und Amplitude an einem Schaltelement

α = arctan
(
Im(Y )
Re(Y )

)
= arctan

(
− Im(Z)
Re(Z)

)
und I0 = |Ĩ0|

Kirchho�'sche Regeln Die Kirchho�'schen Regeln gelten für komplexe Schaltkreise weiterhin.
Der entscheidende Vorteil ist, dass Strom- und Spannungsfrequenz überall gleich ist und man des-
halb in den Gleichungen den eiωt Term kürzen kann und nur noch Gleichungen komplexer Zahlen
umformen muss.

Wichtige Impedanzen
Komponente Admittanz Impedanz Strom...

R 1
R

R -
L − i

ωL
iωL ist spät an der Induktivität.

C iωC − i
ωC

geht vor am Kondensator.

Division durch komplexe Zahlen 1
a+ib

= a−ib
a2+b2

10.3 Leistungsaufnahme

P = IV lässt sich nicht komplex berechnen, da im Allgemeinen Re(IV ) 6= Re(I)Re(V ).

Durchschnittliche Leistungsaufnahme bei Phaseα zwischen I und V 〈V I〉 = 1
2
V0I0 cosα

Blindstrom / Blindleistung Bei α = ±π
2
wird e�ektiv keine Arbeit verrichtet.

E�ektivwerte von Strom und Spannung Es soll 〈V I〉 = VeffIeff cosα(∗) gelten.
Also setze Veff = V0√

2
, Ieff = I0√

2
.

Transformator Wegen (∗) und V0 ∼ I0 sieht man, dass es günstig ist, elektrische Energie mit
niedrigem Strom zu transportieren.
V̂1

V̂2
= N1

N2
≈ Î2

Î1
.

Vorzeichen gegenseitige Induktionsspan-
nung in Maschenregel

1. Lege Strom- und Umlaufrichtung fest

2. Wenn die magnetischen Flüsse beider Spu-
len in die gleiche Richtung zeigen, sind Vor-

zeichen von Selbstinduktion und gegenseiti-
ger Induktion gleich

3. Wenn die magnetischen Flüsse beider Spu-
len unterschiedliche Richtungen zeigen, sind
Vorzeichen von Selbstinduktion und gegen-
seitiger Induktion verschieden

11
Maxwellgleichungen und elektromagnetische Wellen
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11.1 Die Maxwellgleichungen

Die Maxwell-Gleichungen
Integrale Form Di�erenzielle Form

Gauss'sches Gesetz
∮
A

Edn = Q
ε0

∇ ·E = ρ
ε0

Nichtexist. magnet. Monopole
∮
A

Bdn = 0 ∇ ·B = 0

Faray'sches Gesetz
∫
∂A

Eds = − ∂
∂t

∫
A

Bdn ∇×E = − ∂B
∂t

Maxwell-Ampere'sches Gesetz
∮
∂A

Bds = µ0Ieing + µ0ε0
∂
∂t

∫
A

Edn ∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E
∂t

Bemerkung zum Maxwell'schen Verschiebungsstrom Bei annähernd statischen elektri-
schen Feldern kann dieser vernachlässigt werden, so dass das Ampere'sche Gesetz gilt.

Kontinuitätsgleichung ∇ · J + ∂ρ
∂t

= 0

11.2 Die homogene Wellengleichung

Homogene Maxwellgleichungen Im Vakuum gilt ρ = 0, J = 0. Also erhält man die homogenen
Maxwellgleichungen:

∇ ·E = 0, ∇ ·B = 0, ∇×E = −∂B
∂t

, ∇×B = µ0ε0
∂E

∂t

Homogene Wellengleichungen Man erhält aus diesen wiederum:

∆E − ε0µ0
∂2E

∂t2
= 0, ∆B − ε0µ0

∂2B

∂t2
= 0

Lösung der homogenen Wellengleichung Obige Gleichung entspricht unserer früheren ho-
mogenen Wellengleichung und hat also eine Lösung der Form f(kr − ωt) und muss die Maxwell-
gleichungen erfüllt.
Die wichtigste Lösung dieser Wellengleichung ist E(z, t) = E0e

i(kz−ωt),B(z, t) = B0e
i(kz−ωt)

mit E0 =

 Ex
Eye

iϕ

0

 und B0 = k
ω
×E0, k := kz (ebene transversale Welle).

Insbesondere: E0
B0

= c =
√

1
ε0µ0

, E ⊥ B ⊥ k, E = B × ck̂
In reeller Schreibweise: E = E0 sin(kz − ωt)ex, B = B0 sin(kz − ωt)ey.

11.3 Energietransport

Energiedichte elektromagnetischer Wellen uem = ε0E
2 = B2

µ0

Poynting-Vektor S = 1
µ0
E ×B

Poynting-Fluss S = 1
µ0
〈EB〉 (durchschnittliche Leistung pro Fläche)

Poynting-Theorem Es gilt für die Arbeit, die elektromagnetische Felder pro Zeit und Volumen
an Ladungsträgern verrichten: d

2W
dV dt

= ∂umech
∂t

= E · J . Man �ndet durch die Maxwellgleichungen:

∂(umech + uem)

∂t
+∇ · J = 0,

also nimmt das elektromagnetische Feld beim Aufwenden mechanischer Arbeit oder Abgabe elek-
tromagnetischer Wellen ab.

Lorentztransformationen Die Maxwellgleichungen sind unter Lorentztransformationen invari-
ant. Genauso bleiben Transversalität und E = cB der elektromagnetischen Wellen vom Intertial-
system invariant.

11.4 Wellengleichung für Potentiale

d'Alembert-Operator � := ∆− ε0µ0
∂2

∂t2

Lorenzeichung Sei A das Potential von B. Dann bezeichnet die Lorentzeichung folgende Bedin-
gung: ∇ ·A = −ε0µ0

∂φ
∂t
.

Wellengleichungen Sei A das lorenzgeeichte Potential von B. Mit E = − ∂A
∂t
− ∇φ (aus 3.

Maxwellgleichung mit "Integrationskonstante"φ) folgen mit den Maxwellgleichungen die Wellen-
gleichungen

∆φ− ε0µ0
∂2φ

∂t2
= �φ = − ρ

ε0
, ∆A− ε0µ0

∂2A

∂t2
= �A = −µ0J .

Retardierte Potenziale Diese Gleichungen werden durch die retardierten Potenziale (Potenziale
"kennen" Ladungs-/ Stromverteilungen der Vergangenheit) gelöst:

φ(r, t) =
1

4πε0

∫
R3

ρ(r′, t− |r − r′|/c)
|r − r′| dV ′, A(r, t) =

µ0

4π

∫
R3

J(r′, t− |r − r′|/c
|r − r′| dV ′

Vierervektoren Man de�niert folgende Vierervektoren Aµ =
(
φ
c
,A
)
, Jµ = (cρ,J) .

Wir de�nieren die kovariante Ableitung ∂
∂xµ

:= ( 1
c
∂
∂t
,−∇) und die kontravariante Ableitung

∂
∂xµ

:= ( 1
c
∂
∂t
,∇). Dann folgt ∂Aµ

∂xµ
= 0 und �Aµ + µ0J

µ = 0.

11.5 Der Hertz'sche Dipol

Elektrisches Dipolmoment Das elektrische Dipolmoment charakterisiert eine räumliche La-
dungstrennung: p = ql.

Dipol und Strom am Hertz'schen Dipol Im RL-Schwingkreis eines Hertz'schen Dipols ma-
chen wir den Ansatz q(t) = q0 sin(ωt)l, also I(t) = ωq0︸︷︷︸

=I0=
ωp0
l

cos(ωt).

Lösung der retardierten Potenziale

A(r, t) =
µ0l

4πr
I
(
t− r

c

)
, φ(r, t) =

1

4πε0

 z

r3
p
(
t− r

c

)
︸ ︷︷ ︸

Nahfeld statischen Dipols

+
zl

cr2
I
(
t− r

c

)
︸ ︷︷ ︸

Fernfeld Änderung B-Feld


Felder Aus den Formeln für die retardierten Potenziale folgt für die Felder in Kugelkoordinaten:

Eθ = − ωlI0
4πε0c2

sin θ

r
sin
(
ω(t− r

c
)
)
, Bφ = − ωlI0

4πε0c3
sin θ

r
sin
(
ω(t− r

c
)
)
.

Also insbesondere E ⊥ B und P
A
∼ EB ∼ 1

r2
(Energieerhaltung)
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Durchschnittliche Leistung Die Leistung ist P =
∮
A

SndA = ω2l2I2

6πε0c2
sin2(ω

(
t− r

c

)
. Also ist die

zeitlich mittlere Leistung 〈P 〉 =
ω4p20

12πε0c3
.

Mittlere Intensität und Strahlungsdruck 〈S〉 = P
A

PStrahlung = 〈F 〉
A

= 2
c
〈S〉

Impulsdichte pro Volumeneinheit π = 1
c2
S p = π ·Ac∆t

Zeitlich gemittelte Leistung 〈P 〉 = intA〈S〉da

12
Elektrische und magnetische Felder in Materie

12.1 Dielektrika und elektrische Dipole

Kapazität eines Plattenkondensator in Materie C = εCvak mit Dielektrizitätskonstante ε

Elektrisches Feldstärke in Materie E = 1
ε
Evak

Dipolmoment einer Ladungsverteilung p =
∫
R3

ρ(r)rdV

Drehmoment auf ein Dipol im elektrischen Feld τ = p × Eext. Also ist die potenzielle
Energie (bzgl. der Dreharbeit) gegeben durch Upot = −p ·Eext.

Nettokraft in einem inhomogenen Feld F =

 p ·∇Ex
p ·∇Ey
p ·∇Ez


Polarisationsdichte P = dp

dV
= np mit der Teilchendichte n.

ρ = ρgeb + ρfrei

Divergenz der Polarisationsdichte ρgeb = −∇ · P

Elektrische Flussdichte D = ε0E + P .

Gauss'sches Gesetz im Dielektrikum ∇ ·D = ρfrei. Es folgt D = εε0E.

12.2 Magnetische Dipole

Magnetisches Moment Magnetisches Moment einer Stromschleife: µ = IA, µ ist aber auch
eine Eigenschaft von Materialien wegen deren Elektronenspin (Paramagnetismus). Es gilt B ‖ µ.

Drehmoment auf ein magentisches Moment in Magnetfeld τ = µ×Bext

Nettokraft in inhomogenem Feld F =

 µ ·∇Bx
µ ·∇By
µ ·∇Bz


12.3 Das H-Feld

Magnetisierung eines Materials bestehend aus magnetischen Dipolen M = nµmit Teil-
chendichte n von Teilchen mit Dipolen µ. Es entstehen gebundene Ströme durch die Magnetisierung:
∇×M = Jgeb.

Magnetische Suszeptibilität Einheitenlose Grösse χM , die Magnetisierbarkeit eines Materials
angibt

Magnetische / relative Permeabilität µ (Materialeigenschaft) µ = 1 + χM = Bres
Bvak

. Es gilt:
µ < 1 : Diamagnetismus, µ > 1: Paramagnetismus, µ >> 1: Ferromagnetismus

H-Feld H = B
µ0
−M . Lineares Medium B = µ0µH = µ0(H +M)

Zusammenhang Magnetisierung und magnetische Suszeptibilität M = χMH

3. Maxwellgleichung in Materie ∇×H = ∂
∂t
D + Jfrei

Maxwellgleichungen in Materie

Maxwellgleichungen

∇ ·D = ρfrei ∇ ·B = 0

∇×H = Jfrei +
∂D

∂t
, ∇×E = −∂B

∂t

Weitere wichtige Gleichungen ∇ · Jfrei = − ∂ρfrei
∂t

, S = E ×H, uem = 1
2
(E ×D +

B ×H)

Ausbreitungsgeschwindigkeit in Materie c′ = c√
εµ

= c
n

Analysis

12.4 Vektoranalysis

Nabla-, Laplace-Operator ∇ :=
(
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)T
∆ :=∇ ·∇

Gradient grad f :=∇f =
(
∂f
∂x
, ∂f
∂y

∂f
∂z

)T
Divergenz divF :=∇ · F = ∂

∂x
Fx + ∂

∂y
Fy + ∂

∂z
Fz

Rotation rotF :=∇× F =

∂yFz − ∂zFy∂zFx − ∂xFz
∂xFy − ∂yFx


Satz von Gauÿ

∫
∂V
F · dA =

∫
V

divF dV

Satz von Stokes
∮
∂A
F · ds =

∫
A

rotF · dA

Kugelkoord.

xy
z

 =

r · sin(ϑ) cos(ϕ)
r · sin(ϑ) sin(ϕ)

r · cos(ϑ)

 dV = r2 sin(ϑ) dϕ dϑdr

∇ · V =
1

r2

∂(r2Vr)

∂r
+

1

r sin(ϑ)

∂(sin(ϑ)Vϑ)

∂ϑ
+

1

r sin(ϑ)

∂Vϕ
∂ϕ

∇× V =
1

r sin(ϑ)

[
∂(sin(ϑ)Vϕ)

∂ϑ
− ∂Vϑ

∂ϕ

]
er +

1

r

[
1

sin(ϑ)

∂Vr
∂ϕ
− ∂(rVϕ)

∂r

]
eϑ +

1

r

[
∂(rVϑ)

∂r
− ∂Vr

∂ϑ

]
eϕ
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Zylinderkoord.

xy
z

 =

ρ · cos(ϕ)
ρ · sin(ϕ)

z

 dV = ρ dρ dϕ dz

∇ · V =
1

r

∂(rVr)

∂r
+

1

r

∂Vϕ
∂ϕ

+
∂Vz
∂z

∇× V =

[
1

r

∂Vz
∂ϕ
− ∂Vϕ

∂z

]
er +

[
∂Vr
∂z
− ∂Vz

∂r

]
eϕ +

1

r

[
∂(rVϕ)

∂r
− ∂Vr

∂ϕ

]
ez

12.5 Äquivalenzen

sin(a) + sin(b) = 2 · sin
(
a+b

2

)
· cos

(
a−b

2

)
cos(a) + cos(b) = 2 · cos

(
a+b

2

)
· cos

(
a−b

2

)
cos(a) cos(b) =

cos(a+ b) + cos(a− b)
2

sin(a) sin(b) =
cos(a− b)− cos(a+ b)

2

sin(a) cos(b) =
sin(a+ b) + sin(a− b)

2

12.6 Differentialgleichungen

2. Ordnung, homogen mit konstanten Koe�zienten ay′′ + by′ + cy = 0
Die Lösungen der zugehörigen charakteristischen Gleichung aλ2 + bλ + c = 0 seien λ1,2.
•λ1,2 ∈ R und λ1 6= λ2 y(x) = C1e

λ1x + C2e
λ2x

•λ1 = λ2 y(x) = (C1 + C2x)eλ1x

•λ1,2 = α± ßβ, β 6= 0 y(x) = (C1 sinβx+ C2 cosβx)eαx

Notation & Konventionen

Ortsvektor r := (x, y, z)T r := |r|

Vektor �von 1 nach 2� r21 := r2 − r1 ( =⇒ r1 + r21 = r2)

Kraft die Körper 2 auf Körper 1 ausübt F 12 ( =⇒ setzt in Diagramm bei Körper 1 an)

Potentialdi�erenz von A nach B φBA := φ(B)− φ(A)

Partielle Ableitung f ′(x, t) := ∂
∂x
f(x, t) ḟ(x, t) := ∂

∂t
f(x, t)

Wichitge Seiten aus Bronstein

Sinus und Kosinus: Seite 80
Reihen: Seite 477
Di�erentialoperatoren: Seite 733/734
Bestimmte Integrale: Seite 1116
Taylorreihe: Seite 486
Taylorreihen von Funktionen: Seite 1075
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